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Banach 


Exercice 1 

1) £ = IR" 

2) E = f(d, IR) 1’ensemble des fonctions définient sur DcRà valeur dans IR. 

3) E = C n (p, IR) 1’ensemble des fonctions définient sur D a R à valeur dans 
R qui sont n fois dérivables et la dérivée d’ordre n est continue. 

4) E = k[X\ 1’ensemble des polynômes a une indéterminée à coefficient dans 
k (k = IR ou bien C) 

5) E = l p (k) 1’ensemble des séries de terme général u„ tel que : 

XI \u n \ p < + 00 , 1 < p < +oo. 

n >0 

Quelles sont les opérations internes et externes qu’on peut définir sur E pour 
que E soit un espace vectoriel? 


Exercice 2 

Soit E = C 1 ([a, b~\, IR) espace vectoriel sur le corps IR onconsidère: 

1 ) Ei = e E : u(a) = 0 y, a, b g R, a < b 

2) Ei = {w e E : u(a ) = u(b)y 

3) Ej = g E : J è u(x ) r/x = 0 

4) E 4 = {ii g E : u{a ) = 1, w'(Z>) = O)- 

Est-ce que les E t sont des sous-espaces vectoriels de E, i = 1,2,3,4 ? 
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Exercice 3* 

I) Soit E un espace vectoriel sur le corps k. Par définition on dit que E est de 
dimension infinie s’il rYest pas de dimension finie. C’est -à-dire s’il rTexiste pas de 
système fini de générateurs. 

Montrer que les propriétés suivantes sont équivalente: 

(1) E est de dimension infinie. 

(2) toute famille libre finie de E est incluse strictement dans une autre 
famille libre. 

(3) il existe dans E un système libre dénombrable. 


II) Soientx, y, p, q e [Rí tel que : y + ^ = 1 et a\, a„, b\, 

nombres réeis strictement positifs: 


.., b n des 


A) Démontrer 1’inégalité de Young: xy < (i)x* + (±)y* 
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B) Montrer que -Y a i = Yj b t = 1 =>Y a ‘ bi < 1 
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C) Déduire 1’inégalité de Holder: Y a > bi < 
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D) On suppose que p > 1 déduire 1’inégalité de Holder l’inégalité de 
Minkowski: 
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Exercice 4 

1) Qu’elle est la dimension du sous-espace vectoriel [R„[X] ensembles des 
polynômes de degrés inférieure ou égale à n. 

2) Déduire que la dimension de [R[X] est infinie. 

3) Déduire que E = C 1 ([-1, 1 ], IR) est de dimension infinie . 

4) Expliqué pourquoi si E, F sont des espaces vectoriels sur le corps k alors 

E x F l’est aussi sur le même corps. Donner la dimension de 1’espace produit E x F 
dans le cas de la dimension fini. 
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Exercice 5 

Soient a\, a„ des réels et N : IR' 1 -> IR définie par 

n 

N(x i, x„) =X) ai\Xi\ 

i= 1 

Donner une condition nécessaire et suffisante portant sur les a k pour que N 
soit une norme sur IR". 


Exercice 6 

Pourtout x = (a, b) e IR 2 , on définit 

N(x) = Ja 2 + 2 ab + 5 b 2 . 

Démontrer que N est une norme sur IR 2 . 

Exercice 7 

Soit A une partie non vide de IR. Pour tout polynôme P e IR[Z], on pose 

IIP II 4 = sup |P(x)|. 


Quelles conditions A doit-elle satisfaire pour que l’on obtienne une norme sur 

R[X] ? 


Exercice 8 

Soit E = C([0, 1 ], IR). On définit les normes ||. || p ||. || 2 et ||. par 

li/ii \ = j! vim, ii/ii 2 = (j! w )\ 2 \ /2 et ii/iL = sup m\- 

x e [O, 1 ] 

Démontrer que ces trois normes ne sont pas équivalentes deux à deux. 


Exercice 9 

Soit E = [R[X] I’ espace vectoriel des polynômes. On définit sur E trois normes 

p 

par,si P a.i X‘ : 

i—0 

p V /2 

X) \ai \ 2 , A^oo(P) =max |a,|. 

i=0 J ' 

Vérifier qu’il s’agit de 3 normes sur IR [A 7 ], sont-elles équivalentes deux à deux 
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\ai\, N 2 (P ) = 
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ExercicelO 

Soit E = C 1 ([O, 1 ], IR). On définit 

m = w)\ + \if'\\ 00 ,Ni(f) = m\ x +\[fi\\ 

1) Démontrer que N et N' sont deux normes sur E. 

2) Démontrer que N et N> sont équivalentes. 

3) Sont-elles équivalentes à ||. || ^ ? 


Exercice 11* 

Soit = C 1 ([0, l], IR). Pour /e E, on pose 

m = (/ 2 (0) + j; (fi(t)Y dt)' /2 . 


1) Démontrer que N est une norme sur E. 

2) Démontrer que, pour tout/ e E, |[/’|| oo < j2N(j). 

3) Les deux normes N et ||. || ^ sont elles équivalentes? 


Remarque : 

Les exercices * sont laissés aux étudiants. 
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